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при качении шара Чаплыгина
А.В.Борисов, А.А.Килин, И.С.Мамаев
В работе исследуется движение точки контакта (абсолютная динамика) в интегрируе-
мой задаче о качении шара Чаплыгина по плоскости. Хотя скорость точки контакта явля-
ется заданной вектор-функцией от переменных редуцированной системы, применить стан-
дартные методы теории интегрируемых гамильтоновых систем невозможно, вследствие от-
сутствия подходящего конфромно-гамильтонова представления для нередуцированной си-
стемы. Для полного анализа мы не только применяем стандартный аналитический подход,
восходящий к Болю и Вейлю, но и развиваем топологические методы исследования. С помо-
щью этого, в частности, получены условия ограниченности и неограниченности траекторий
точки контакта.
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Введение
В данной работе рассматривается поведение точки контакта при движении динамиче-
ски несимметричного уравновешенного шара по абсолютно шероховатой плоскости. Впер-
вые эта неголономная система рассматривалась С.А.Чаплыгиным [21], который вывел
уравнения движения, свел задачу к квадратурам, дал геометрический анализ движения
и высказал первоначальные соображения относительно движения точки контакта. Метода-
ми компьютерного моделирования движение точки контакта было изучено в [32]. Однако,
как отметил Дёйстермат [29], подробно анализируя и в некотором смысле переписывая на
современном языке работу Чаплыгина [21], утверждения работы [21], касающиеся поведе-
ния точки контакта, не являются точными или, по крайней мере, требуют строгого доказа-
тельства. Компьютерный анализ [32] также не позволяет сделать заключение о поведении
точки контакта в зависимости от начальных условий и значений параметров. Явные квад-
ратуры для точки контакта (которые, кстати, тоже до сих пор не были выполнены в полной
мере) также вряд ли позволяют сделать наглядные выводы о движении.
Некоторый прогресс в изучении динамики шара Чаплыгина связан с работой [5]. В ней
редуцированные уравнения движения шара (полученные «игнорированием» динамики точ-
ки контакта и угла прецессии, соответствующего интегралу площадей) были представле-
ны в гамильтоновой форме после соответствующей замены времени. Такое конформно-
гамильтоново представление, казалось бы, должно позволить анализировать как поведение
угловых переменных (угла собственного вращения ϕ и прецессии ψ), так и динамику точки
контакта, используя методы гамильтоновой механики [14]. Однако, как недавно показано
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А.В.Цыгановым [20], абсолютная динамика шара Чаплыгина (то есть нередуцированная
система) вряд ли является конформно-гамильтоновой, движение не происходит по лиувил-
левым торам, что создает дополнительные сложности при исследовании. Различным вопро-
сам, связанным с динамикой шара Чаплыгина, посвящено много современных работ (см.,
например, [20, 23, 30, 34]).
Для анализа абсолютной динамики (гамильтоновых) уравнений Эйлера –Пуассона в ин-
тегрируемых случаях Ковалевской и Горячева –Чаплыгина В.В.Козлов в работах [10, 11]
и книге [14] развил результаты Г.Вейля и П.Боля, полученные при исследовании зада-
чи Лагранжа о движении перигелиев планет. Анализ поведения угла прецессии для шара
Чаплыгина имеется в недавней работе [16]. Отметим, что эти результаты, как классиче-
ские, так и современные, носят достаточно фрагментарный характер. При этом несмотря
на то, что интегрируемым системам, соответствующим волчку Ковалевской и Горячева –
Чаплыгина, посвящено огромное количество аналитических исследований, к сожалению,
они носят в основном формальный характер, и о содержательных вопросах абсолютной
динамики этих систем, которая только и является наблюдаемой в натурных эксперимен-
тах, мы знаем пока очень мало. Для анализа дрейфа и поперечных колебаний в движении
шара Чаплыгина мы используем как аналитические1 методы [14], так и методы топологи-
ческого анализа интегрируемых систем. Последние были развиты в связи с исследованием
устойчивости периодических движении [2].
Отличительной особенностью поведения точки контакта шара Чаплыгина является ин-
финитный (некомпактный) характер ее движения: оно складывается из регулярного дрейфа
(аналогия волнового ухода) в одном направлении и поперечных двухчастотных колебаний,
которые могут иметь достаточно большой размах. Такое поведение шара характерно для
почти всех начальных условий, в отличие, например, от движения однородного диска по
шероховатой плоскости, где для почти всех начальных данных траектория ограничена. Ин-
тересно, что поведение точки контакта в шаре Чаплыгина, движущемся по гладкой плос-
кости, также является ограниченным (в системе координат, связанной с центром масс).
В этом смысле шар Чаплыгина на абсолютно шероховатой плоскости можно рассматри-
вать как наиболее предпочтительную модель для создания новых средств передвижения —
например, робота-шара (анализ такой системы и литературу см. в [3, 4]).
Мы обсуждаем также физический смысл полученных результатов — как известно [28,
36], в небесной механике вопросы приложимости теоретично-числовых множественных усло-
вий, возникающих при анализе малых знаменателей, также вызвали дискуссию в конце XIX
и в XX веке. В неголономных системах, связанных с качением тел, многие полученные в ра-
боте результаты имеют еще более формальный смысл, чем в небесной механике. Это свя-
зано с существенным влиянием сухого трения на движение (см., например, [4]). Отметим,
что границы применимости неголономной механики к описанию катящихся тел до сих пор
не изучены; кроме того, для разных материалов соприкасающихся тел более подходящей
может оказаться другая неголономная модель, в которой запрещается взаимное верчение
тел (rubber nonholonomic system) [8].
В связи с этим отметим эксперименты, проведенные Д.К.Бобылевым и Н.Е.Жуков-
ским [1, 9], которые исследовали задачи о движении симметричного шара с гироскопом
внутри. Для демонстрации кривых точки контакта, полученных из явных квадратур, шар
с гироскопом заставляли катиться по плоскости, посыпанной порошком ликоподия. К со-
жалению, о результатах этих экспериментов ничего не известно и имеет смысл повторить
1Имеются ввиду методы математического анализа и теории рядов.
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их с использованием современной измерительной техники. Задача о движении осесиммет-
ричного шара Чаплыгина исследована нами в заключение работы. При этом результаты
существенно упрощаются и носят более наглядный характер.
Представленная работа может быть полезна, с одной стороны, как модельная задача
для изучения абсолютной динамики интегрируемых негамильтоновых динамических сис-
тем; с другой стороны, выполненный теоретический и компьютерный анализ траектории
точки контакта может быть использован для сравнения с экспериментальными исследова-
ниями, что позволит сделать заключение о возможности применения неголономных моделей
для описания катящихся тел. Это направление является сейчас очень актуальным в связи
с созданием новых неголономных роботов.
Авторы благодарят А.В.Болсинова, В.В.Козлова, Д.В.Трещева за полезные обсуж-
дения затрагиваемых в работе вопросов и замечания.
1. Уравнения движения
Хотя задача о качении шара Чаплыгина рассмотрена во множестве работ, приведем
здесь краткое описание уравнений движения и используемых в дальнейшем обозначений.
Пусть динамически несимметричное уравновешенное твердое тело со сферической по-
верхностью (шар Чаплыгина) катится без проскальзывания по неподвижной горизонталь-
ной плоскости. Выберем подвижную систему координат (e1, e2, e3), связанную с главными
осями инерции шара, и обозначим массу, тензор инерции и радиус шара через m, I =
= diag(I1, I2, I3), b соответственно. Без ограничения общности далее мы будем считать
0 < I3 < I2 < I1 < D. (1.1)
Конфигурационным пространством рассматриваемой системы является многообразие
SO(3) × R2, где первый сомножитель соответствует ориентации шара, а второй задает по-







— ортогональная матрица, столбцы которой соответствуют координатам неподвижных ор-
тов, задаваемых в подвижных осях (e1, e2, e3), причем вектор γ = (γ1, γ2, γ3) совпадает
Рис. 1.
с нормалью к плоскости (см. рис. 1), α,β параллельны плоскости,
вектор r = (x, y) определяет координаты точки контакта в непо-
движных осях. (В дальнейшем, если не оговорено иное, все векто-
ры, кроме r , предполагаются заданными в неподвижных осях.)
Угловой момент шара относительно точки касания P имеет
вид
M = Iω +Dγ × (ω × γ), D = mb2, (1.2)
где ω — угловая скорость шара. Как хорошо известно [21, 29, 32],
с помощью этого вектора система уравнений, описывающая эво-
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люцию ориентации Q и положения (x, y) шара, после исключения связей может быть пред-
ставлена в виде
M˙ = M × ω, γ˙ = γ × ω, α˙ = α× ω, β˙ = β × ω, (1.3)
x˙ = b(ω,β), y˙ = −b(ω,α), (1.4)
где угловая скорость выражается через момент с помощью соотношения (1.2) по формуле
ω = A(M + Zγ),
A = (I +DE)−1, Z = (AM ,γ)D−1 − (γ,Aγ) . (1.5)
Замечание. Здесь и всюду в дальнейшем для обозначения векторов используются полужир-
ный курсив a , b, A, B , . . . , для матриц — прямой полужирный шрифт A, B, Q, . . . . Скалярное и
















В данном случае уравнения (1.3) для ориентации шара могут быть проинтегрированы
отдельно, после чего для заданного закона движения Q(t) положение точки касания P
находится при помощи квадратур. Анализ поведения точки контакта в зависимости от
эволюции ориентации Q(t) и является основной целью данной работы.
Замечание. Некоторые качественные свойства вращения шара указаны в работе [16].
2. Различные типы траекторий редуцированной системы
и скорость точки контакта
Сначала кратко опишем решение подсистемы (1.3), определяющей некоторое векторное
поле на шестимерном многообразии T SO(3), которое задается условиями ортогональности
матрицы Q:
α2 = 1, β2 = 1, γ2 = 1, (α,β) = (β,γ) = (γ,α) = 0. (2.1)
Уравнения (1.3) с физической точки зрения означают, что векторыM , α, β, γ являют-
ся постоянными в неподвижной системе координат; следовательно, система (1.3) допускает
пять первых интегралов












из которых первые четыре очевидно являются зависимыми и с учетом условий (2.1) удо-
влетворяют тождеству





Кроме того, система обладает аналитической инвариантной мерой
(D−1 − (γ,Aγ))−1/2dM dα dβ dγ.
Зафиксируем значения первых интегралов (2.2) следующим образом:
(M,α) = Mα, (M,β) = Mβ , (M,γ) = Mγ ,
(M,M ) = C, 2E = E .
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Согласно теореме Эйлера –Якоби [12, 25], эти интегралы определяют слоение фазового
пространства T SO(3) на двумерные торы. Для описания этого слоения воспользуемся би-
фуркационным анализом приведенной системы, которая описывает эволюцию векторов M
и γ, и ее фазовое пространство также расслаивается на двумерные торы. Можно пока-
зать [3], что перестроение торов как полной, так и приведенной системы происходит при
одних и тех же значениях первых интегралов, за исключением случая, когдаM ‖ γ (в этом
случае в приведенной системе происходит перестройка, а в полной — нет). Поэтому далее
в данной работе для классификации движений мы будем использовать бифуркационную
диаграмму или бифуркационный комплекс [2] приведенной системы, при этом в случае
необходимости будем указывать на различие в слоениях полной и приведенной системы.
Более подробное описание слоения фазового пространства полной системы и его связь со
слоением приведенной системы можно найти в [3].
Бифуркационная диаграмма и бифуркационный комплекс для приведенной системы









Mγ√C = g (2.3)
приведены на рис. 2 [3].
Рис. 2. Бифуркационная диаграмма (a) и бифуркационный комплекс (b) приведенной системы в за-
даче о шаре Чаплыгина (серым цветом отмечена область возможных значений интегралов).
Напомним, как строится бифуркационный комплекс: всем областям на бифуркацион-
ной диаграмме, ограниченным бифуркационными кривыми, ставится в соответствие за-
данное количество различных листов, равное числу инвариантных многообразий (торов),
соответствующих одним и тем же значениям первых интегралов в данных областях; затем
эти листы склеиваются по бифуркационным кривым, отвечающим перестройкам данных
многообразий (см. подробно [25]). Как правило, комплекс удобно изображать в трехмерном
пространстве (см. рис. 2), где одна из осей носит вспомогательный характер.
Преимущество бифуркационного комплекса по сравнению с бифуркационной диаграм-
мой заключается в том, что, во-первых, по комплексу легко судить о том, сколько инвари-
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антных торов и периодических решений отвечает различным значениям первых интегралов,
и, во-вторых, все устойчивые периодические решения лежат лишь на тех бифуркационных
кривых, которые находятся на краях комплекса. (Некоторое неудобство заключается в по-
строении подходящих трехмерных рисунков.)
Соответствующие бифуркационные кривые определяются уравнениями
σi : h = bi +
b2i
1− bi g
2, bi = DAi = DIi +D , i = 1, 2, 3,
σ4 : g = 1, σ5 : g = −1.
Как известно, в зависимости от величин первых интегралов h, g выделяется три случая.
I. Случай общего положения ω ∦ ei, M ∦ γ. Ему соответствуют возможные
значения интегралов, не лежащие на бифуркационных кривых (см. рис. 2a). В фазовом
пространстве T SO(3) траектория является обмоткой одного из пары двумерных инвариант-
ных торов, отвечающих данным значениям первых интегралов. Эволюция векторов M ,γ
определяется приведенной системой
M˙ = M × ω, γ˙ = γ × ω. (2.4)








где F1 = Mγ , F4 = C — значения соответствующих первых интегралов (2.2).





(E −Mγ(ω,γ)), y˙ = − b√
C −M2γ
(M × γ,ω) . (2.6)
Движение шара в направлении вектора α, то есть в направлении, перпендикулярном
проекции вектораM на опорную плоскость, назовем продольным дрейфом, а в направлении
вектора β — поперечным движением.
Замечание. Такой выбор названий обусловлен тем, что при Mγ = 0 шар равномерно дви-
жется вдоль направления α, в то время как в поперечном направлении он, как правило, совершает
достаточно сложные квазипериодические колебания. При малых величинах Mγ такой характер
движения сохраняется, хотя и продольный дрейф становится неравномерным.
II. Случай M ‖ γ — бифуркационные кривые σ4, σ5. В фазовом пространстве приве-
денной системы данным кривым соответствует пара замкнутых кривых, тогда как в фазо-
вом пространстве T SO(3) траектория, как и в первом случае, является обмоткой одного из
пары двумерных торов и определяется соотношениями





Cγ, β = γ ×α.
(2.7)
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то есть уравнения движения эквивалентны уравнениям случая Эйлера в динамике твердого
тела [6].
Для скоростей точки контакта получим:
x˙ = b
√
C(1 + h)(Aγ,γ ×α), y˙ = −b
√
C(1 + h)(Aγ,α). (2.8)
III. Случай ω ‖ ei ∦ γ — бифуркационные кривые σi, i = 1, 2, 3. Траектории в фа-
зовом пространстве T SO(3), отвечающие фиксированным значениям интегралов, — пара
замкнутых кривых, для которых (см. подробнее [3])
M = Miei +
√
C −M2i (cosϕej + sinϕek), γ = γiei +
√
1− γ2i (cosϕej + sinϕek),
ω = ΛAiei,






M2γ , Mi = Λ
−1
(
C + AiD−1 −Ai
M2γ
)




Согласно (2.5) и (2.6), скорость точки контакта можно записать в виде
x˙ = bAi
√
C −M2γ , y˙ = 0.
Таким образом, для этих периодических (по M, γ) решений шар катится по прямой,
перпендикулярной плоскости векторов M, γ, с постоянной скоростью, при этом угловая
скорость составляет с вертикалью угол ϕi = arccos γi (см. рис. 3).
Рис. 3. Качение шара по прямой в случае ω ‖ ei.
3. Поток на торах и скорость точки контакта в случае общего
положения
При фиксированных значениях первых интегралов (2.2) в случае общего положения
векторы M, ω, γ и, следовательно, скорости точки контакта (2.6) можно считать функ-
циями, заданными на инвариантных торах приведенной системы. В данном разделе мы
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в явном виде вычислим эти функции, а также получим уравнения движения на инвариант-
ных торах. Для этого мы используем одну из модификаций сфероконических координат,
являющихся разделяющими переменными для уравнений приведенной системы. Получен-
ные в этом разделе выражения далее будут использованы для исследования поперечного
дрейфа в разделе 5.
3.1. Случай (M,γ) = 0
В данном случае для того чтобы вычислить в явном виде скорости x˙, y˙ как функции на
инвариантных торах рассматриваемой системы, перепишем соотношение Mγ = 0 в форме
(M ,γ) = (Iω,γ) = 0, I = A−1 −D
и, пользуясь уравнением γ˙ = γ × ω, выразим угловую скорость ω и момент M через γ, γ˙:
ω = χγ˙ × Iγ, M = χI(γ˙ × Iγ) +Dγ˙ × γ,
χ−1 = (γ, Iγ).
(3.1)
На сфере γ2 = 1 определим сфероконические координаты следующим образом:
γ1 = sinu
√
1− a3 − a2
a3 − a1 sin
2 v, γ2 = cos u cos v, γ3 = sin v
√
1− a2 − a1
a3 − a1 sin
2 u, (3.2)
где ak = DIk . Возможны два варианта выбора области определения переменных u, v, для
каждого из которых получим полную параметризацию сферы Пуассона:
– либо (u, v) ∈ (−π, π) ∪ (−π/2, π/2),
– либо (u, v) ∈ (−π/2, π/2) ∪ (−π, π).
В дальнейшем в зависимости от значений первых интегралов потребуется использовать обе
эти возможности.
Дифференцируя (3.2) по времени и пользуясь (3.1), представим интегралы E и F4 как
функции координат u, v и обобщенных скоростей u˙, v˙:
2E = D(α cos2 u + cos2 v)
(
μ + cos2 v
(κ + cos2 v)(1 + α cos2 u)
u˙2 +
μ− α cos2 u




F4 = D2(α cos2 u + cos2 v)
(
(μ + cos2 v)2
(κ + cos2 v)2(1 + α cos2 u)
u˙2 +
(μ− α cos2 u)2







a3 − a2 , κ =
a2
a3 − a2 , μ =
a2 + 1
a3 − a2 .
Отметим, что вследствие принятого соглашения (1.1) в данном случае справедливы
неравенства
0 < a1 < a2 < a3 < 1, 0 < α < κ < μ, 1 < μ.
Параметризуем совместный уровень этих интегралов двумя параметрами E , Δ следующим
образом:
2E = E , F4 = DE μ + Δκ + Δ , −α < Δ < 1;
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тогда уравнения движения для переменных u, v записываются в виде
u˙2 = D−1E
(κ + Δ)(α cos2 u + cos2 v)2
(κ + cos2 v)2(1 + α cos2 u)
μ + cos2 v
(α cos2 u + Δ),
v˙2 = D−1E
(κ + Δ)(α cos2 u + cos2 v)2
(κ− α cos2 u)2(α + cos2 v)
μ− α cos2 u (cos
2 v −Δ).
(3.3)
На бифуркационной диаграмме (рис. 2a) рассматриваемому случаю соответствует уча-
сток прямой g = 0, h = DEC ∈ [b1, b2], при этом Δ ∈ [−α, 1]. Как видно на бифуркационном
комплексе (рис. 2b), каждому значению Δ = 0 соответствует пара изолированных друг
от друга инвариантных многообразий системы. Значения Δ ∈ {−α, 0, 1} отвечают крити-
ческим периодическим решениям системы (Δ = −α — вращению вокруг наибольшей оси,
Δ = 0 — вокруг средней, Δ = 1 — вокруг наименьшей). Остальные значения Δ можно
разбить на два интервала.
1) Δ ∈ (−α, 0). При этом v˙ — знакоопределена (на одном из двух инвариантных торов
v˙ > 0, на втором — v˙ < 0), поэтому удобно выбрать область определения сфероконических
координат как
(u, v) ∈ (−π/2, π/2)× (−π, π).
Из (3.3) заключаем, что v монотонно меняется по mod 2π во всем интервале (−π, π), в то
время как u колеблется в полосе (−u∗, u∗), где u∗ — корень уравнения











и сферу Пуассона при-
веден на рисунке 4.
Рис. 4. Характерный вид проекции инвариантного тора и траектории системы на нем при
Δ ∈ (−α, 0): (a) на плоскости (u, v), (b) на сфере Пуассона.
2) Δ ∈ (0, 1). В этом случае u˙ знакоопределена (на одном из торов u˙ > 0, на втором —
u˙ < 0); область определения сфероконических координат в этом случае выбираем как
(u, v) ∈ (−π, π)× (−π/2, π/2).
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В данном случае монотонно меняется u по mod 2π в интервале (−π, π), а v колеблется
в полосе (−v∗, v∗), где v∗ — корень уравнения





Характерные траектории см. на рисунке 5.
Рис. 5. Характерный вид проекции инвариантного тора и траектории системы на нем при Δ ∈ (0, 1):
(a) на плоскости (u, v), (b) на сфере Пуассона.






(α cos2 u + cos2 v)2u˙v˙
(κ− α cos2 u)(κ + cos2 v)√(1 + α cos2 u)(α + cos2 v) ,
(3.4)
где u˙, v˙ выражаются через u, v из уравнений (3.3), то есть происходит дрейф с постоянной
скоростью в направлении Ox и квазипериодическое движение в направлении Oy [21].
Плотность инвариантной меры системы (3.3) равна
ρT =
α cos2 u + cos2 v√
(1 + α cos2 u)(α + cos2 v)(α cos2 u + Δ)(cos2 v −Δ) .
Она имеет особенности на границах
(
u = ±u∗ в случае Δ ∈ (−α, 0) и v = ±v∗ в случае
Δ ∈ (0, 1)).
3.2. Случай (M , γ) = 0 (M ∦ γ, ω ∦ γ)
Чаплыгиным было предложено преобразование, позволяющее свести этот случай к ана-
лизу системы на нулевой константе площадей [21]. Рассмотрим, каким образом при этом
скорость точки контакта может быть выражена через локальные координаты на соответ-
ствующих инвариантных торах. Приведем без доказательства следующий результат (по-
дробности в современных обозначениях см. в [3]).
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Пусть дана система (2.4) с заданными параметрами Ai, D и фиксированными значени-
ями первых интегралов
2E = E , (M,M ) = C, (M,γ) = Mγ . (3.5)
Зададим линейное преобразование (с коэффициентами, зависящими от значений пер-
вых интегралов) векторов M, γ и параметра D:
M˜ = η(cos θM −
√
ED sin θγ), γ˜ = δ(sin θM +
√
ED cos θγ), D˜−1 = Eδ2, (3.6)
где угол θ находится из уравнения
tg 2θ = −2Mγ
√ED
C − ED , (3.7)





C cos2 θ + ED sin2 θ − 2Mγ
√





C sin2 θ + ED cos2 θ + 2Mγ
√
ED cos θ sin θ
)−1/2
.
Тогда эволюция векторов M˜ , γ˜ задается уравнениями
˙˜
M = λM˜ × ω˜, ˙˜γ = λγ˜ × ω˜,
ω˜ = A(M˜ + Z˜γ˜), λ = (η cos θ + δ sin θZ˜)−1,
Z˜ =
(AM˜ , γ˜)
D˜−1 − (γ˜,Aγ˜) ,
а постоянные первых интегралов этой системы определяются равенствами
(M˜, ω˜) = E˜ = Eη2, (M˜, M˜ ) = C˜, (M˜, γ˜) = 0. (3.8)
Уравнение (3.7) имеет два различных решения, при этом решению, которое при g > 0








(1− h)2 + 4g2h,
где, как и выше, g =
Mγ√C
, h = EDC .










η sin θ − δ cos θZ˜),
y˙ = −λ b√
C˜
(
M˜ × γ˜, ω˜). (3.9)
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Таким образом, векторное поле исходной системы с параметрами Ai, D на инвари-
антном торе, заданном соотношениями (3.5), оказывается пропорциональным векторно-
му полю системы с параметрами Ai, D˜ на инвариантном торе, задаваемом уравнения-
ми (3.8), и, в частности, при нулевой постоянной площадей.
Это позволяет все результаты предыдущего раздела естественным образом перенести
на данный случай. Для этого необходимо:
1. при определении сфероконических координат на сфере γ˜2 = 1 положить a˜i = D˜
A−1i − D˜
и всюду, где необходимо, поставить волну над соответствующими величинами;
2. выполнить замену времени λdt = dτ и поменять u˙→ u′, v˙ → v′, где штрих обозначает
дифференцирование по τ .
Получаем, что эволюция переменных u, v в новом времени на фиксированном уровне
интегралов описывается уравнениями
(u′)2 = D˜−1E˜
(κ˜ + Δ˜)(α˜ cos2 u + cos2 v)2
(κ˜ + cos2 v)2(1 + α˜ cos2 u)
μ˜ + cos2 v
(α˜ cos2 u + Δ˜),
(v′)2 = D˜−1E˜
(κ˜ + Δ˜)(α˜ cos2 u + cos2 v)2
(κ˜− α˜ cos2 u)2(α˜ + cos2 v)
μ˜− α˜ cos2 u (cos
2 v − Δ˜),
α˜ =
a˜2 − a˜1
a˜3 − a˜2 , κ˜ =
a˜2
a˜3 − a˜2 , μ˜ =
a˜2 + 1
a˜3 − a˜2 ,









(η sin θ − δ cos θZ˜),
Z˜ = D˜(ω˜, γ˜) = D˜√




(α˜ + cos2 v) sin v cos v
κ˜ + cos2 v
u′ +
(1 + α˜ cos2 u)α˜ sinu cos u







(α˜ cos2 u + cos2 v)2u′v′
(κ˜− α˜ cos2 u)(κ˜ + cos2 v)√(1 + α˜ cos2 u)(α˜ + cos2 v) .
(3.11)
Таким образом, движение шара является квазипериодическим по обеим координатам.
Отметим, что разным значениям интегралов h и g преобразование (3.6) ставит в соответствие
системы с различными значениями параметров I˜i, D˜. При этом возникает вопрос о том, каким зна-
чениям интегралов соответствует одна и та же физическая система (одни и те же значения I˜i, D˜).
Так как при преобразовании (3.6) значения Ai не меняются, то преобразованные системы можно
параметризовать единственным параметром, например s = D˜/D. Таким образом, для ответа на
поставленный вопрос достаточно построить линии уровня величины s как функции первых инте-
гралов исходной системы. При этом точкам одной линии уровня будет соответствовать одна и та же
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преобразованная система (с одними и теми же значениями I˜i, D˜). Из (3.6) нетрудно получить явную
зависимость s от значений интегралов h и g:
s =
1 + h−√(1 − h)2 + 4g2h
2h
. (3.12)
Соответствующие линии уровня величины s(h, g), образующие однопараметрическое семейство кри-
вых на плоскости (h, g), изображены на рисунке 6. Каждой кривой семейства соответствует фикси-
рованное значение D˜, а точки на одной кривой отличаются значениями интеграла h˜.
Рис. 6. Семейство кривых (3.12), соответствующих одинаковым параметрам I˜i, D˜ на плоскости
первых интегралов исходной системы
Интересным также является вопрос о физичности параметров системы, которая получается
при преобразовании (3.6). Нетрудно показать, что 0 < s < 1 при любых значениях h и g. Таким
образом, выполнено неравенство D˜ < D. Кроме того, используя неравенство треугольника исход-
ных моментов инерции Ii < Ij + Ik, можно показать, что новые моменты инерции удовлетворяют
неравенствам
I˜i < I˜j + I˜k −D(1 − s). (3.13)
Как видно из (3.13), новые моменты инерции удовлетворяют неравенству даже более строгому, чем
неравенство треугольника I˜i < I˜j + I˜k. Таким образом, замена (3.6) не приводит к рассмотрению
систем с нереализуемыми физическими параметрами.
Замечание. В работе [21] на с. 93 Чаплыгин приводит выражение для скорости точки кон-




и в формуле (47) необходимо μλ′ заменить на (μλ′−λμ′). В выражении для
dξ
dt
в правой части равенства величину ω1 надо заменить на D1ω1. В формуле (47) коэффициент
2σ2 следует заменить на 4σ2 (это следует из формул (20), (32) и (34)). В последней формуле на
странице 93 следует заменить ω1 на D1ω1, а также поставить знак дифференцирования по t в левой
части уравнения.
4. Дрейф шара в перпендикулярном моменту направлении
Исследуем подробнее вопрос о поступательном перемещении шара в направлении, пер-
пендикулярном плоскости неподвижных векторов M , γ. Скорость точки контакта, соглас-
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но (2.6), определяется соотношением
x˙ = Vx =
b√
C −M2γ
(E −Mγ(ω,γ)) = b√
C −M2γ
(E − D−1MγZ). (4.1)
При Mγ = 0 скорость Vx в этом направлении является постоянной и положительной. В об-
щем случае, как было показано выше, при фиксированных значениях первых интегралов
скорость Vx является аналитической функцией на двумерном инвариантном торе. Вслед-
ствие компактности тора, Vx принимает на нем конечные минимальное (minVx) и мак-
симальное (max Vx) значения, и поскольку инвариантный тор определяется величинами
первых интегралов, minVx и maxVx являются функциями от них.
4.1. Область положительно-определенного дрейфа
Рассмотрим следующую задачу, которую можно решить чисто топологическими мето-
дами:
указать значения первых интегралов системы, для которых функция Vx на инвари-
антном торе является положительно определенной.
Согласно сказанному выше, граница этой области определяется уравнением
minVx = 0.
Зафиксируем значения первых интегралов системы следующим образом:
γ2 = 1, M 2 = C, (M,γ) = Mγ , 2E = E . (4.2)
Покажем, что для шара Чаплыгина справедлива
Теорема 1. Пусть M ∦ γ, I3 < I2 < I1, тогда скорость точки котакта Vx поло-
жительно определена на инвариантном торе, если константы первых интегралов удо-
влетворяют условиям (см. рис. 7)
M2γ





















Доказательство. Из (4.1) следует, что экстремумы функции Vx на инвариантных торах сов-
падают с экстремумами функции
Z =
(AM ,γ)
D−1 − (γ,Aγ) . (4.4)
В предыдущем разделе было показано, что при явном ограничении на тор подобные функ-
ции — очень громоздкие (особенно при Mγ = 0), поэтому для поиска критических точек функции Z
воспользуемся методом неопределенных множителей и будем искать экстремумы функции
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Рис. 7. Область положительно-определенного дрейфа на плоскости первых интегралов (выделена
наклонной штриховкой).
где λ0, λ1, λ2, λH — неопределенные множители. Продифференцируем эту функцию по M и γ





















ω = A(M + Zγ),




Aγ + 2λ1M + λ2γ + λH(AM + Zγ) = 0,
1
X
A(M + 2Zγ) + 2λ0γ + λ2M +
λH
X
(AM + Zγ) = 0,
(4.6)
которые совместно с уравнениями (4.2) определяют экстремумы функции Z на инвариантном торе.
Для явного решения этой системы сделаем замену переменных




, λ2 → λ2
Y





⎛⎜⎝ λHAi + 2λ1 (1 + λH)Ai + λ2
(1 + λH)Ai + λ2 (2 + λH)Ai + 2λ0
⎞⎟⎠, ξi = (Mi, ni), i = 1, 2, 3,
уравнения (4.6) можно представить в форме системы линейных уравнений
B1ξ1 = B2ξ2 = B3ξ3 = 0. (4.8)
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Вследствие однородности данная система допускает ненулевое решение лишь при условии
detB1 detB2 detB3 = 0.
Это равенство выполняется в случае, когда один или несколько сомножителей обращаются в нуль.
Разберем последовательно возможные варианты.
1. detBi = 0, detBj = 0, detBk = 0 (лишь один из сомножителей обращается в нуль), тогда
Mj = Mk = 0, γj = γk = 0, и, следовательно, M ‖ γ. Таким образом, решений, удовлетворяющих
условиям теоремы, в данном случае не существует.
2. detBi = detBj = 0, detBk = 0 (пара сомножителей одновременно обращается в нуль), при
этомMk = 0, γk = 0, и, следовательно, нетривиальные решения определяются ядрами (2×2)-матриц
Bi и Bj .
Если ядро хотя бы одной из матриц совпадает со всем R2, то оба ее собственных значения
равны нулю, что для симметричной матрицы эквивалентно ее тождественному обращению в нуль.
Положим для определенности Bi ≡ 0, тогда, разрешая эту систему относительно λ0, λ1, λ2, после
подстановки получим уравнение detBj = −(Ai − Aj)2 = 0. Это противоречит условию Ii = Ij ;
следовательно, нетривиальные решения возможны лишь при условии Bi ≡ 0, Bj ≡ 0.




(λ22 −AiAj), λH = 2
(λ2 − λ0)2 − (Ai + λ0)(Aj + λ0)
AiAj − (λ2 − 2λ0)2 . (4.9)
При этом решение системы (4.8) имеет вид
Mi =
2λ0(Ai + 2λ0 − λ2)
λ22 − 2λ2λ0 −Ai(Aj − 2λ0)
ni, Mj =
2λ0(Aj + 2λ0 − λ2)
λ22 − 2λ2λ0 −Aj(Ai − 2λ0)
nj . (4.10)
Переобозначая подходящим образом функции от неопределенных множителей, соответствую-
щее решение исходной системы (4.6) представим в форме
Mi = (Uk + Vk)γi, Mj = (Uk − Vk)γj , Mk = 0,
γi = cosψk, γj = sinψk, γk = 0,
(4.11)
где ψk — угол, параметризующий меридиан в главной плоскости Oeiej .
Кроме того, нужно потребовать, чтобы выполнялись уравнения (4.2) и скорость поступатель-
ного движения Vx для данной критической точки обращалась в нуль; это приводит к уравнениям
(M,γ) = Mγ , (M,M ) = C, (AM,M ) + (AM,γ)
2
D−1 − (γ,Aγ) = E , E −
MγD−1(AM,γ)
D−1 − (γ,Aγ) = 0.
Разрешая эти уравнения относительно величин ψk, Vk, которые будем считать свободными пара-








(I2i − I2j ) cos 2ψk + I2i + I2j
(Ii − Ij)2 2V
2
k ,
E = (Ii − Ij) cos 2ψk + Ii + Ij
(Ii − Ij)2 2V
2
k , Uk =
Ii + Ij
Ii − Ij Vk.
Исключив отсюда ψk и Vk, получим в явном виде уравнения поверхностей σij в пространстве
значений первых интегралов, для которых скорость точки контакта обращается в нуль в одной из
точек экстремума на инвариантном торе:
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Перепишем это соотношение для констант h = EDC , g =
Mγ√C
, получим
D−2IiIjh2 −D−1(Ii + Ij)hg2 + g2 = 0
и изобразим соответствующие кривые на бифуркационной диаграмме (см. рис. 7). Мы видим, что
в случае I3 < I2 < I1 кривая σ13 расположена ближе всех к оси g = 0, а значит, на ней прежде
всего происходит обращение в нуль скорости Vx, то есть она соответствует условию minVx = 0.
Учитывая область возможного движения на плоскости (g, h) и исключая решение, соответствующее
бифуркационной кривой σ2, получаем неравенства (4.3).
Замечание. Положение критических точек функции Z на инвариантном торе в зависимости
от значений первых интегралов можно определить следующим образом. При помощи интегралов
(M,γ) = Mγ и M 2 = C находим










Подставляя найденные Uk, Vk в (4.11) и затем в интеграл энергии (2.2), получим уравнение, опре-
деляющее положение ψk критических точек на одной из окружностей в главной плоскости Oeiej :
(h + 2g2 − 1) cos 2ψk ± 2g
√
1− g2 sin 2ψk + (Ii + Ij + 2D
−1IiIj)h− 2Dg2 − (Ii + Ij)
Ii − Ij = 0,
где, как и выше, h = EDC , g =
Mγ√C
.
Для завершения доказательства осталось рассмотреть последний случай
3. detB1 = detB2 = detB3 = 0 (все три множителя одновременно обращаются в нуль). Вы-
ражая λ1, λH из двух уравнений detBi = detBj = 0 по формулам (4.9) и подставляя получившиеся





Следовательно, в случае динамически несимметричного шара detBk = 0, поэтому данное условие
нереализуемо.
Таким образом, область положительной определенности Vx определяется только неравенства-
ми (4.3), и для значений интегралов, попадающих в заштрихованную область на рисунке 7, всегда
наблюдается уход в направлении Ox.
Анализ дрейфа при других значениях первых интегралов (незаштрихованная область
на диаграмме, рис. 7) требует применения аналитического подхода (см. приложение). При
этом прежде всего необходимо вычислить среднюю по инвариантному тору скорость дрей-
фа 〈Vx〉. Компьютерные эксперименты позволяют предположить следующее.
Гипотеза. Средняя скорость 〈Vx〉 строго положительна при M ∦ γ и равна нулю
при M ‖ γ.
4.2. Бифуркационный анализ и типы траекторий точки контакта
На рисунке 8 приведены примеры зависимостей Vx(t) для начальных условий (из раз-
личных областей на рис. 7) и соответствующие им следы точки контакта. Как видно из
рисунков, в области между кривыми σ12, σ23 и σ13 одна часть минимумов функции Vx(t)
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лежит выше нуля, а другая — ниже нуля. Каждому участку отрицательной скорости соот-
ветствует характерная петля на траектории точки контакта. Таким образом, в этой области
диаграммы на траектории точки контакта петли появляются только на части максимумов
кривой y(x). В области между кривыми σ12 и σ4 (или σ23 и σ4) уже все минимумы функции
Vx(t) лежат ниже нуля, и, соответственно, на всех максимумах кривой y(x) появляются
петли. Интересно, что по количеству петель траектории точки контакта можно примерно
оценить, к какой области бифуркационной диаграммы относится траектория.
Рис. 8. Зависимости Vx(t) (сверху) и траектории точки контакта (снизу). Рисунки (a), (b) и (c)
отвечают значениям интегралов, соответствующих точкам a, b и c на рисунке 3. Хорошо заметно,
что петли на траекториях возникают в моменты, когда величина Vx становится отрицательной.
5. Поперечное движение — проблема ограниченности
Таким образом, мы видим, что если к изучению дрейфа вдоль направления, перпенди-
кулярного плоскости (M ,γ), можно в той или иной мере применять топологические (гру-
бые) методы, то для анализа движения в перпендикулярном направлении, по-видимому,
возможен лишь аналитический подход. Как было показано выше (см. раздел 3), анализ по-
перечного движения, то есть поведения функции y(t), может быть сведен к исследованию
интеграла (квадратуры) от некоторой функции.
Итак, для определенности зафиксируем Mγ = 0 и выберем семейство торов, которое
характеризуется соотношениями
0 < Δ < 1, u˙ > 0,
тогда после замены времени и переменной v по формулам
dτ = Λ dt, Λ2 =
D−1E
(κ + Δ)(α cos2 u + cos2 v)2
(κ− α cos2 u)2(κ + cos2 v)2




1−Δ , при v˙ > 0, cos v˜ = −
√
cos2 v −Δ
1−Δ , при v˙ < 0,
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(1 + α cos2 u)(μ− α cos2 u)(Δ + α cos2 u)








α + Δ + (1−Δ) cos2 v˜)(μ + Δ + (1−Δ) cos2 v˜)(Δ + (1−Δ) cos2 v˜)
κ + Δ + (1−Δ) cos2 v˜ ,
(5.1)
при этом скорость точки контакта в «поперечном» направлении представляется в форме
dy
dτ
= V˜y(u, v˜) = A
(
α cos2 u + (1−Δ) cos2 v˜ + Δ) √α cos2 u + Δcos v˜
(κ− α cos2 u)(κ + Δ + (1−Δ) cos2 v˜) ,






При Mγ = 0 уравнения для аналогичного семейства торов приводятся к такой же
форме путем дополнительной замены времени (см. раздел 3.2). В случае −α < Δ < 0 для
приведения уравнений движения к подобной форме на торе требуется вместо v выполнить
замену переменной u следующего вида:
cos u˜ =
√
α cos2 u + Δ
α + Δ
, при u˙ > 0, cos u˜ = −
√
α cos2 u + Δ
α + Δ
, при u˙ < 0. (5.3)
































Необходимые известные аналитические результаты по анализу поведения функции y(τ)
для различных траекторий на торе приведены в приложении.
5.1. Отображение Пуанкаре
Для численного исследования и визуализации функции y(τ) воспользуемся методом
построения отображения Пуанкаре. Рассмотрим фазовый поток, задаваемый соотношения-
ми (5.1), (5.2) на трехмерном многообразии T2×R = {(u, v˜, y)}. Выберем в качестве секущей
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поверхность v˜ = 0, представляющую собой цилиндр S′ × R = {(u, y)}. На этом цилиндре
фазовый поток (5.1), (5.2) индуцирует отображение Пуанкаре
π : S′ × R → S′ × R, (5.5)
которое можно определить следующим образом: π(u0, y0) = (u(τ∗), y(τ∗)), где τ∗ — мини-
мальный корень уравнения v˜(τ∗) = 0 для траектории системы (5.1) с начальными усло-
виями v˜(0) = 0, u(0) = u0. Из (5.1) следует, что при 0 < Δ < 1 для всех u, v˜ выполнено
неравенство dv˜
dτ
> 0. Следовательно, выбранная поверхность сечения всюду трансверсальна
потоку (5.1), а отображение (5.5) является глобальным и полностью отражает динамику
системы.
Остановимся подробнее на свойствах отображения (5.5). Траектория шара не зависит
от выбора начала координат; следовательно, отображение (5.5) обладает трасляционной
симметрией в направлении y, то есть
π(u0, y0 + Δy) = π(u0, y0) + (0,Δy). (5.6)
Таким образом, для полного исследования отображения (5.5) достаточно построить траек-
тории с начальными условиями, лежащими на одной прямой, например, y0 = 0. Все осталь-
ные траектории будут получаться из данных с помощью сдвига вдоль оси Oy. Очевидно,
что из неограниченности отображения Пуанкаре следует неограниченность качения шара
вдоль направления Oy. Характер же этой неограниченности (линейность либо нелинейность
среднего движения) можно качественно определить с помощью вида отображения. Приме-
ры отображений Пуанкаре при различных значениях интеграла Δ приведены на рисунке 9
и будут описаны ниже.
5.2. Поперечное движение для нерезонансных торов
Как известно (см. приложение), если тор нерезонансный (то есть Tu/Tv ∈ Q), то
y(τ) = 〈V˜y〉τ + δy(τ),






Vy(u, v˜)Φu(u)Φv(v˜) du dv˜
TuTv
, (5.7)






При этом в исходном времени t средняя скорость отличается от 〈V˜y〉 лишь на постоянный
множитель (см. приложение).
Покажем, что для шара Чаплыгина среднее движение в поперечном направлении от-
сутствует.
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Предложение 1. Пусть Mγ = 0 и 0 < Δ < 1, тогда
〈V˜y〉 = 0.
Доказательство. Согласно (5.1), (5.2), подынтегральная функция в (5.7) периодическая по u,
v˜ с периодом 2π и меняет знак при преобразовании v˜ → v˜ + π; следовательно, в рассматриваемой
области интеграл (5.5) обращается в нуль.
Аналогичным образом (используя замены (3.6) и (5.3)) можно доказать равенство нулю
средней скорости при −α < Δ < 0 и при Mγ = 0.
Таким образом, если через начальную точку контакта на плоскости провести пря-
мую, перпендикулярную проекции момента M , то, согласно теореме о возвращении (см.
приложение), шар не может все время удаляться от этой прямой — он обязательно
вернется к ней сколь угодно близко. Если, кроме того, в начальный момент V˜y = 0, то
след точки контакта сколь угодно много раз пересечет эту прямую (см. рис. 11a).
После замены времени t → τ , предложенной выше, функция y(τ) = δy(τ) может быть






ei(ωun1+ωvn2)τ , n1, n2 ∈ Z, (5.8)
где Vn1n2 — коэффициенты фурье-разложения скорости Vy(ϕu, ϕv).




, при этом y(τ) — квазипериодическая функция. В этом случае отобра-
жение Пуанкаре представляет собой семейство ограниченных по y кривых, всюду плотно
заполненных точками траекторий (см. рис. 9a). Как следует из описанной выше трансля-
ционной симметрии отображения, кривые переходят друг в друга параллельным переносом
вдоль оси Oy. На рисунке видно, что сверху и снизу вся совокупность траекторий ограни-
чена кривыми, которые только касаются прямой y = y0 (но не пересекают ее), то есть для
соответствующих решений разность y− y0 либо неотрицательна, либо неположительна для
всех t (см. приложение, теорема 2).




плоскостью v = 0 при I1 = 0.8, I2 = 0.5, I3 = 0.35, ε = 4,






Если ряд (5.8) сходится абсолютно, но неравномерно при τ ∈ (−∞,+∞), то y(τ) не яв-
ляется ограниченной функцией. При этом шар может либо укатиться сколь угодно далеко
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в направлении Oy, либо сколь угодно много раз пересечь прямую y = y0. В ходе ком-
пьютерных экспериментов подобного поведения обнаружить не удается. Это может быть
обусловлено одной из следующих причин:
a) ряд (5.8) для рассматриваемой системы всегда сходится (доказательство этого факта
является отдельной задачей математического анализа);
b) множество чисел вращения, при которых наблюдается подобное поведение, имеет ну-
левую меру Лебега (см. приложение).
Заметим, что дискуссия о значении и физическом смысле данных результатов для
астрономических наблюдений началась, по сути, с момента их обнаружения К.Брунсом
(1884) [27] и Г. Гильденом (1888) [31] (см. подробнее [28]). По-видимому, наиболее естествен-
ная трактовка была дана К.Шарлье: на любом конечном интервале времени наблюдений
неравномерность сходимости ни на что не влияет, если с увеличением интервала времени
соответствующим образом увеличивать число учитываемых членов ряда (5.8). Так что на
практике (в том числе при численном моделировании) эти эффекты фактически не играют
никакой роли, гораздо большее влияние на результаты наблюдений оказывают (крупные)
резонансы.
5.3. Поперечное движение в случае резонансных торов
Если тор резонансный (то есть Tu/Tv ∈ Q), то все траектории на нем — замкнутые,
а функции u(τ), v˜(τ) — периодические с периодом T = mTu = nTv, где m, n — некоторые
целые числа. Обозначая через ψ0 = (u, v˜) начальную точку траектории на торе, для попе-












а остаток — периодическая функция с тем же периодом,
δyψ0(τ) = δyψ0(τ + T ).
Даже несмотря на то, что среднее по всему тору 〈V˜y〉 равно нулю, на резонансном торе
в общем случае среднее по траектории 〈V˜y〉ψ0 — непостоянная функция, отличная от нуля.
Укажем те резонансные торы, для которых среднее движение (вследствие симметрии)
заведомо отсутствует: 〈V˜y〉ψ0 ≡ 0.
Предложение 2. Среднее по любой траектории на резонансном торе тождественно
обращается в нуль (то есть 〈V˜y〉ψ0 ≡ 0), если
• Tu
Tv
= 2p + 1q при 0 < Δ < 1,
• Tu
Tv
= p2q + 1 при −α < Δ < 0,
где p, q — некоторые целые числа.
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Доказательство. Рассмотрим подробно случай Mγ = 0, 0 < Δ < 1 (во всех остальных случа-
ях можно доказать аналогично, используя замену (3.6) и альтернативную параметризацию сферы
Пуассона, см. п. 3.1). Уравнения для траектории на торе (5.1) инвариантны относительно преобра-
зований
Ru : (u, v˜) → (u + π, v˜), Rv : (u, v˜) → (u, v˜ + π).
C другой стороны, скорость (5.2) поперечного ухода V˜y сохраняется лишь при отображении Ru,
а при Rv и Ru ◦Rv — меняет знак. Следовательно, те периодические траектории, которые переходят










Согласно (5.1) и (5.4), функции u(τ), v˜(τ) удовлетворяют соотношениям








= u + π,








= v˜ + π,
где m, n — произвольные целые.












Tv, то подходящий сдвиг по
времени эквивалентен преобразованию Rv и Ru ◦ Rv соответственно. Следовательно, для данных
резонансных торов 〈V˜y〉γ ≡ 0.
В случае резонансных торов, удовлетворяющих условиям предложения 2, все траек-






, и среднее движение отсутствует.
Для резонансных торов, не удовлетворяющих условиям предложения 2, будет наблю-
даться ненулевое среднее движение, причем его скорость и направление зависят не только
от тора, но и от положения траектории на торе (от взаимного расположения траектории
и области y(u, v˜) > 0). Для визуализации данного движения параметризуем траектории на
торе начальной координатой u0 = u(τ)|τ=0 на плоскости сечения Пуанкаре v˜ = 0 (это всегда
можно сделать, так как поток (5.1) всюду трансверсален плоскости v˜ = 0 при 0 < Δ < 1).
Построим график величины дрейфа за один период движения по тору Δy = y(t+ T )− y(t)
в зависимости от u0. Пример такого графика для Tu/Tv =
4/3 приведен на рисунке 10. В силу
симметрии V˜y(u, v˜ + π) = −V˜y(u, v˜), каждой траектории с положительным средним движе-
нием соответствует траектория с точно таким же средним движением в отрицательном на-
правлении, что хорошо видно на рисунке 11b. При этом траектории отображения Пуанкаре
Рис. 10. Зависимость величины дрейфа за один период движения по резонансному тору с числом
вращений Tu/Tv =
4/3.
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, заполненных точками, расположенными на расстояниях Δy(u0)
друг от друга (см. рис. 9b). В зависимости от знака Δy вертикальные прямые заполняются
в положительном либо отрицательном направлении по оси Oy (см. рис. 9b).
Рис. 11. Траектории точки контакта при I1 = 0.8, I2 = 0.5, I3 = 0.35, D = 1, ε = 4, Mγ = 0: (a) при
различных значениях Δ, близких к резонансному, и (b) при различных начальных условиях на






Замечание. Отметим, что скорость среднего движения вдоль оси Oy даже для наиболее
крупных резонансов, таких как Tu/Tv =
4/3, на два порядка меньше скорости движения вдоль оси Ox
(см. рис. 11). Таким образом, экспериментальное обнаружение данного эффекта с помощью непо-
средственного измерения представляет собой достаточно сложную задачу (хотя бы из-за наличия
трения).
С точки зрения практического наблюдения среднего движения на компьютере, кор-
ректно также ставить вопрос о ненулевом среднем движении на конечных, хотя и доста-
точно больших временах. В этом случае областью существования среднего ухода следует
считать не только указанные выше резонансные торы, но и их малые окрестности. Можно
показать (например, методами усреднения), что для любого достаточно большого t∗ < ∞
существует окрестность резонансного тора, в которой траектории точки контакта мало от-
личаются от резонансных на временах порядка t∗. Примеры траекторий точки контакта
для торов, близких к резонансному, приведены на рисунке 11a.
6. Случай динамической симметрии (I1 = I2)
Если два главных момента инерции совпадают, I1 = I2, например, в случае осесим-
метричного распределения масс, уравнения движения существенно упрощаются, при этом
приведенная система допускает два линейных по моментам интеграла. Первый — интеграл
площадей (M ,γ), а второй — интеграл, являющийся частным случаем интеграла, найденно-
го С.А.Чаплыгиным в задаче о качении осесимметричного тела по абсолютно шероховатой




(Dγ3(M1γ1 + M2γ2) + (I1 +Dγ23)M3), (6.1)
где ρ =
(
I1(I3 +D) +D(I3 − I1)γ23
)−1/2 — плотность инвариантной меры.
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Замечание. Интеграл квадрата момента F4 = (M ,M ) (см. (2.2)) выражается через интеграл
энергии E и линейные интегралы F0, F1, (M ,γ) следующим образом:






На уровне первых интегралов
E = E , F0 = f, F1 = Mγ
система (1.3) может быть сведена к единственному уравнению, определяющему эволю-
цию γ3(t):












6.1. Случай M ∦ γ














Определенные таким образом скорости x˙, y˙ зависят лишь от констант первых интегралов
γ3 и γ˙3: следовательно, в данном случае они являются функциями на инвариантной кривой,
заданной уравнением (6.2) (а не на торе).
Решения уравнения (6.2) являются периодическими (с периодом T ) функциями време-
ни и обладают симметрией γ3(t) = γ3(−t), γ˙3(t) = −γ˙3(−t). Используя данную симметрию,
нетрудно показать, что y(t) также является периодической: y(t) = y(t+T ); таким образом,
поперечный дрейф в рассматриваемом случае отсутствует.
Для анализа дрейфа в главном направлении (вдоль оси Ox) заметим, что x˙(t), соглас-
но (6.3) и (6.2), является периодической функцией, поэтому дрейф характеризуется сме-
щением шара вдоль оси Ox за один период приведенной системы (6.2). Величину данного
смещения можно представить в виде интеграла
Δx = x(T )− x(0) = k
γmax3∫
γmin3
(ie −M2γ + jMγf ρ˜γ3) dγ3√








, ρ˜ = Dρ = (i(i + j + 1) + jγ23)−1/2, e = DE , i = I1D , j = I3 − I1D ,
а значения γmin3 и γmax3 являются минимальным и максимальным решениями уравнения
γ˙3(γ3) = 0.
Отметим, что даже без вычисления интеграла (6.4) по аналогии с общим случаем (см.
раздел 4) в пространстве первых интегралов системы можно выделить область положительно-
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определенного продольного дрейфа. На рисунке 12 приведена соответствующая бифурка-
ционная диаграмма на плоскости интегралов h и g (см. (2.3)) с отмеченной на ней областью
положительно-определенного дрейфа. Примеры траекторий точки контакта, соответству-
ющих различным областям диаграммы, приведены на рисунке 13. Компьютерные экспери-
менты показывают, что при M ∦ γ дрейф всегда существует (Δx > 0), тем не менее точное
доказательство этого факта требует дополнительного исследования квадратуры (6.4).
Рис. 12. Область положительно-определенного дрейфа на плоскости первых интегралов (выделена
наклонной штриховкой) при I1 = I2 = 3, I3 = 1, D = 5.
Замечание. Интересно, что при качении шара петли возникают не только на траектории
точки контакта на плоскости, но и на траектории точки контакта на самом шаре. Причем суще-
ствованию петель у траектории на плоскости соответствует их отсутствие на шаре, и наоборот.
Примеры таких траекторий приведены на рисунке 13. Отметим также, что траектории точки кон-
такта на шаре совпадают с траекториями системы на сфере Пуассона.
6.2. Случай M ‖ γ
Как было сказано выше (см. раздел 2), в случаеM ‖ γ уравнения движения шара экви-
валентны уравнениям случая Эйлера в динамике твердого тела. При этом осесимметрично-
му распределению масс соответствует случай Эйлера –Лагранжа, интегрирование которого
может быть проведено в элементарных функциях. Общими движениями в этом случае яв-
ляются регулярные прецессии с постоянным углом нутации, θ = const, и постоянными угло-
выми скоростями собственного вращения и прецессии, ϕ˙ = const, ψ˙ = const. Выразив орты
α и γ в зависимости от времени и подставив получившиеся выражения в квадратуры для
точки контакта (2.8), получим, что в рассматриваемом случае шар катится по окружности
радиуса
R = bI1 − I3
I3 +D γ3
√
1− γ23 = b2DH + Mγ
√
I1 +D
I3 +D (2I1H −M
2
γ )(M2γ − 2I3H).
Таким образом, движение шара с осесимметричным распределением масс в случае M ‖γ
является ограниченным. Для доказательства ограниченности траекторий в случае M ‖γ
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Рис. 13. Траектории точки контакта на плоскости и шаре: (a) и (c) соответствующие точке a на
рисунке 12, (b) и (d) — точке b на рисунке 12.
для произвольных моментов инерции необходимо исследовать квадратуры (2.8), зависящие
от эллиптических функций, являющихся решением уравнений для случая Эйлера (2.7).
Заключение
В заключение укажем основные результаты, полученные в данной работе:
– построена область положительно-определенного продольного дрейфа в пространстве
первых интегралов приведенной системы,
– доказано отсутствие поперечного дрейфа для нерезонансных торов приведенной систе-
мы (возможно, за исключением множества торов нулевой меры) и для резонансных
торов, удовлетворяющих условиям предложения 2,
– для шара Чаплыгина с осесимметричным распределением масс доказаны отсутствие
поперечного дрейфа, а также ограниченность движения в случае M ‖ γ.
Среди нерешенных проблем в рассматриваемой задаче отметим следующие:
1. доказательство гипотезы об ограниченности движения шара в случае M ‖ γ для про-
извольных моментов инерции,
2. доказательство положительности продольного дрейфа вне области положительной опре-
деленности скорости Vx (см. рис. 7),
3. вычисление величины продольного дрейфа в зависимости от значений первых инте-
гралов системы,
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4. доказательство того, что для резонансных торов, не удовлетворяющих условиям пред-
ложения 2, всегда существует поперечный дрейф (то есть доказательство достаточно-
сти условий предложения 2),
5. доказательство существования либо несуществования нерезонансных торов с неогра-
ниченной амплитудой колебаний по оси Oy (то есть доказательство неравномерной
сходимости ряда Фурье для координаты y).
Приложение
Пусть на двумерном торе в некоторых угловых переменных ψ1, ψ2 mod 2π задан поток
без неподвижных точек
ψ˙1 = Ψ1(ψ1, ψ2), ψ˙2 = Ψ2(ψ1, ψ2), (A.1)
где Ψ1, Ψ2 — периодические по ψ1, ψ2 функции, в нашем случае — аналитические; будем
полагать, что поток сохраняет инвариантную меру с аналитической плотностью ρ(ψ1, ψ2).
Всюду в этом разделе двумерные векторы будем обозначать полужирным шрифтом: ψ =
= (ψ1, ψ2), Ψ = (Ψ1,Ψ2), и так далее.
Для различных траекторий на торе ψ = ψ(t,ψ0), где ψ0 — начальные условия. Рас-









где V (ψ) — некоторая достаточно гладкая (в нашем случае аналитическая) функция на
торе. Другими словами, можно сказать, что требуется исследовать поведение трехмерной
системы
ψ˙1 = Ψ1(ψ), ψ˙2 = Ψ2(ψ), X˙ = V (ψ), (A.2)
в которой последнее уравнение не зависит от X и также обладает инвариантной мерой ρ(ψ).
Согласно теореме Колмогорова [17], если функции Ψi аналитические, то существует








, ωi = const, (A.3)
где F (ϕ) — плотность инвариантной меры, выраженная в новых переменных.
Отсюда, в частности, следует, что если ω1/ω2 ∈ Q, то число вращения является рацио-
нальным, то все траектории на торе периодические, а если ω1/ω2 ∈ Q, то все траектории —
незамкнутые всюду плотные обмотки тора.
Замечание. Условия периодичности и эргодичности траекторий потока с инвариантной ме-
рой на торе были установлены в работе [33] (опубликованной раньше работы [17]). Они естественным








〈Ψ2〉 ∈ Q, то все траектории периодические, если
〈Ψ1〉
〈Ψ2〉 ∈ Q, то траектории всюду плотны
на торе.
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Замечание. Динамические системы с инвариантной мерой на двумерном торе в форме (A.3)
обсуждались еще А.Пуанкаре [19, гл. 16]. Полное доказательство теоремы Колмогорова для семей-
ства инвариантных торов можно найти в [25].
Определим среднюю по тору скорость соотношением
〈V 〉 =
∫
V (ψ)ρ(ψ) dψ1 dψ2∫
ρ(ψ) dψ1 dψ2
. (A.4)
Отметим одно полезное свойство среднего по тору: если умножить векторное поле (A.2)
на положительную функцию λ(ψ) так, что требуется исследовать систему
ψ˙1 = λ(ψ)Ψ1(ψ), ψ˙2 = λ(ψ)Ψ2(ψ), X˙ = λ(ψ)V (ψ),
то, очевидно, плотность инвариантной меры окажется равной ρ(ψ)/λ(ψ), и для среднего
по тору получим
〈Vλ〉 = Λ〈V 〉, Λ =
∫




где 〈V 〉 определено соотношением (A.4).
Приведем далее известные результаты о поведении функции Xψ0(t) в случае ω1/ω2 /∈ Q.
1. Среднее движение.
Теорема 1. Если траектория ψ(t,ψ0) — непериодическая, то







Таким образом, среднее движение не зависит от начальной точки, а размах колебаний
в окрестности среднего может в общем случае становиться сколь угодно большим. Теорема 1
восходит к Г.Вейлю [35] (см. по этому поводу работу [15], в которой эта проблематика
представлена в более общем виде).
2. Колебания вблизи среднего движения.
Теперь будем полагать, что 〈V 〉 = 0 (этого можно добиться, просто перейдя к функции
V − 〈V 〉), при этом Xψ0(t) = δXψ0(t).
Теорема 2. Существуют ψ−0 и ψ
+
0 , такие, что
X
ψ−0
(t)  0 и X
ψ+0
(t)  0
для всех t ∈ R.
Можно сказать, что эти частные решения Xψ−0 (t) и Xψ+0 (t) задают границы, внутри
которых располагаются остальные решения Xψ0(t).
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Теорема 3 (о возвращении). Пусть ω1/ω2 ∈Q. Если V (ψ) — аналитическая функ-
ция, то для всяких ε > 0 и T0 существует t > T0, такое, что |Xψ0(t)| < ε.
Теорема 4 (о нулях). Пусть ω1/ω2 ∈Q и V (ψ) — аналитическая функция. Если
V (ψ0) = 0, то Xψ0(t) имеет бесконечно много нулей при t→∞.
Эти утверждения (даже в более общей форме) доказаны в [15].
Теорема 5 ([24]). Пусть ψ˙1 = ω1, ψ˙2 = ω2, ω1/ω2 ∈Q, тогда δXψ0(t) является
квазипериодической тогда и только тогда, когда δXψ0(t) является ограниченной.
Если поток на торе приведен к стандартному виду (A.3) и ω1ω2 ∈ Q, то, делая замену
времени dt
F (ϕ)





i(ϕ,n), n = (n1, n2) ∈ Z × Z,







В общем случае в зависимости от числа вращения ω1/ω2 ∈ Q возможны два варианта
[28, 36].
1. Ряд (A.5) сходится абсолютно и равномерно при −∞ < τ <∞ к ограниченной квази-
периодической функции. Это происходит при почти всех значениях числа вращения.
2. Ряд (A.5) сходится абсолютно, но неравномерно при −∞ < τ <∞ и может не являться
ни ограниченной, ни квазипериодической функцией. В общем случае множество соот-
ветствующих чисел вращения, с одной стороны, принадлежит ко второй категории
в смысле Бэра — то есть имеет мощность континуума и содержит несчетное множе-
ство точек в любом промежутке изменения числа вращения сколь угодно малой длины,
а с другой стороны — имеет нулевую меру Лебега.






Те значения ω1/ω2 , для которых ряд сходится, отвечают равномерной сходимости, в то время
как точки расходимости — неравномерной.
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We investigate the motion of the point of contact (absolute dynamics) in the integrable problem
of the Chaplygin ball rolling on a plane. Although the velocity of the point of contact is
a given vector function of variables of a reduced system, it is impossible to apply standard
methods of the theory of integrable Hamiltonian systems due to the absence of an appropriate
conformally Hamiltonian representation for an unreduced system. For a complete analysis we
apply the standard analytical approach, due to Bohl and Weyl, and develop topological methods
of investigation. In this way we obtain conditions for boundedness and unboundedness of the
trajectories of the contact point.
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